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Введение

В связи с интенсивным расширением сферы применения средств вычислительной техники возникает возможность создания  электронных учебных пособий  для изучения самых различных  учебных предметов. 

Настоящая работа – попытка создания электронного учебного пособия  для изучения одного из разделов геометрии – конформной геометрии.

Работа состоит из двух частей. Первая часть является вводной и содержит общие сведения об конформных преобразованиях, их свойствах и о конформной геометрии в целом.  Вторая часть  работы представляет собой программу по изучению данной темы, написанную средствами многофункционального программного комплекса Matlab. Это электронное учебное пособие включает в себя три раздела. 

Первый раздел посвящается  изучению стереографической проекции, где  рассматриваются  проекции на сферу различных фигур плоскости, выбор которых осуществляется пользователем. Это может быть точка, отрезок, треугольник или окружность. 

 Второй раздел  посвящен изучению конформных преобразований. Здесь пользователь имеет возможность получать различные результаты конформного преобразования окружности, лежащей на плоскости, и ее стереографической проекции в зависимости от параметров, вводимых самим пользователем.

И, наконец, третий раздел – Экваториальная плоскость – посвящается конформным преобразованиям окружности экваториальной плоскости и ее стереографической проекции, соответствующим вращению сферы вокруг оси вращения.

Во всех трех разделах пользователь имеет возможность изменять параметры фигур: координаты расположения, размер, цвет, освещение, - вызывая контекстное меню, щелкая мышью на соответствующие фигуры.

Интерфейс программы создан таким образом, что пользователь имеет возможность настроить ее на свой вкус. А именно может включить или отключить оси, свободное вращение сферы, изменить ее цвет и освещение, а также имеет возможность переходить или возвращаться от одного раздела к другому в случае необходимости. Также помимо общей первой части работы все разделы оснащены минимумом теоретических знаний, необходимых для изучения данных тем.

Таким образом, данная работа может быть рекомендована студентам для изучения конформной геометрии.
1. Описание конформной геометрии в координатах

Запишем уравнение сферы  в прямоугольных координатах с началом в центре  сферы
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Введем теперь комплексную величину z=x+iy, изображая вначале x+iy обычным образом на ξη - плоскости (плоскость экватора), а затем отображая эту плоскость с помощью стереографической проекции на полюса ξ=0, η=0, ζ=1 однозначно на поверхность сферы. Мы получаем формулы
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или
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Поскольку мы хотим определить те дробно-линейные подстановки z, которые соответствуют вращениям сферы, для нас представляют интерес диаметрально противоположные точки сферы (так как при каждом  вращении одна из пар таких точек остается неподвижной). Чтобы получить искомое соотношение, изменим в (2) знаки  ξ, η и ζ. тогда для диаметрально противоположной точки получим 
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и отсюда, умножая на x+iy и учитывая (1),
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или, записывая x+iy в виде 
[image: image6.wmf]j

i

re

,


[image: image7.wmf])

(

i

e

r

1

'

iy

'

x

p

+

j

=

+

.                                                  (5)

Диаметрально противоположным точкам отвечают комплексные числа, у которых абсолютные величины обратны друг другу, а аргументы отличаются на π.

Рассмотрим теперь вращение на угол α вокруг оси 0-( (перпендикулярной к плоскости экватора) против часовой стрелки, если смотреть извне сферы на ее верхний полюс. Пусть точка z переходит при этом в z(. Нас интересует, как z( связана с z. Ясно, что таким же образом, как ((+i( и (+i(  при повороте ((-плоскости указанным образом, поскольку знаменатель  1-( в формулах (2) при вращении не меняется. Если направить ось ( вправо, а ось ( от нас, то справедливы хорошо известные формулы
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откуда следует
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Если мы хотим теперь аналогично записать вращение на угол ( вокруг оси, соединяющей ((,(,() и (-(,-(,-(), где первая точка играет ту роль, что и точка ( выше (т.е. поворот совершается против часовой стрелки, если смотреть извне на точку ((,(,()), то мы должны подставить в (6) вместо z и z( соответственно, которые обращаются в ( в точке ((,(,() и в 0 в точке (-(,-(,-(). Такая дробно-линейная функция определена однозначно с точностью до множителя; она имеет вид
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Множитель С нет необходимости определять, поскольку он все равно исчезает из окончательной формулы. В самом деле, подставляя в (6) наше выражение для z, получаем независимо от С
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или после небольших преобразований
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Это - общая искомая формула для вращения. Если разрешить ее относительно z( и ввести обозначения
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где, очевидно,
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то мы получим
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Мы получили при этом (как можно было бы сообразить заранее) две формулы для каждого вращения сферы. А именно, вращение не изменится, если увеличить угол ( на 2(. При этом все четыре величины в формулах (8) изменяли знак. Это согласуется с тем, что определитель преобразования (10) равен 
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. В силу (9) он равен 1, и это составляет для знаков a, b, c, d ровно две возможности.

Одновременно мы получаем удобное правило для вычисления косинуса половины угла поворота, заданного формулой
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и тем самым для определения периода этого преобразования (если вообще мы имеем дело с периодическим преобразованием). А именно, сравнение (10) дает
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2. Интерпретация конформной геометрии средствами Matlab

§1. Matlab – признанный лидер среди пакетов научных вычислений

Matlab происходит от англ. matrix laboratry, что в переводе обозначает матричная лаборатория.

Пакет ориентирован на работу с матрицами. Даже число интерпретируется в пакете как матрица размером 1×1. На сегодняшний день общепринято, что Matlab является лидером среди математических пакетов, реализующих численные методы. Matlab широко применяется в математических, инженерных, финансовых и прочих исследованиях.

Характерной особенностью Matlab является наличие так называемых пакетов расширений, то есть библиотек, содержащих функции, ориентированных на решение специфических задач. Например, обработки изображения, решения финансовых задач, моделирования и многого другого. В последней версии Matlab поддерживается объектно-ориентированное программирование. Программы, написанные на Matlab, полностью переносимы, то есть могут выполняться на любой платформе при наличии на них самой версии. Matlab позволяет конвертировать свои программы в коды языка С.

Существует большое количество разнообразных математических пакетов, находящих широкое применение в современных исследованиях. В первую очередь, такие пакеты как Matematica, Maple, Matcad. Все они обладают богатыми возможностями визуализации и в принципе могли бы использоваться для решения нашей задачи. Выбор Matlab обусловлен несколькими причинами. Во-первых, из перечисленных пакетов только Matlab помогает создавать графический пользовательский интерфейс. Во-вторых, Matlab обеспечивает обмен данными с другими языками программирования, в том числе с Java, что делает Matlab перспективным для создания Web-приложений и использовать в дистанционном образовании. В-третьих, в Matlab используется абстракция данных и имеется большое количество стандартных функций, обеспечивающих работу, в том числе с графическими объектами. Это выгодно отличает Matlab от обычных языков программирования, например С++, с библиотекой OpenGL. При написании программы на Matlab не требуется знаний деталей функции. Искомая в Matlab дескрипторная графика, с одной стороны, обеспечивает детальное и гибкое управление всеми свойствами графических объектов (цвет, освещение, угол обзора, вращение и т.п.), а с другой, изменение этих свойств осуществляется исключительно легко.

В отличие от иных графических средств разработчиков Visual Basic, Delphi, Visual C, C Builder, Matlab обеспечивает работу со сложными графическими объектами, предоставляя в то же время достаточные, хотя и небогатые как у перечисленных программных продуктов, средств разработки пользовательского интерфейса.

Поскольку мы работаем с комплексными числами, определенным преимуществом было и то, что в Matlab не требуется создавать собственный тип комплексных чисел, либо подключать какую-либо библиотеку.

Matlab является интуитивно понятийным языком программирования. Условные операторы, операторы цикла, операторы выбора выглядят привычно и человек, знакомый с каким-либо языком программирования может освоить основы программирования Matlab за один вечер.

Matlab находит широчайшее применение в науке инженерных приложений. На Западе Matlab фактически является программным продуктом, знание которого требуются от любого научного работника или инженера, деятельность которого связана с расчетами или моделированием. Круг пользователей в нашей стране постоянно расширяется. Проводятся ежегодные конференции применения Matlab в научных и инженерных приложениях.

§2. Дескрипторная графика Matlab
Содание и управление графическим окном

figure
Открыть графическое окно (команда)

gcf
Получить дескриптор графического объекта figure

clf
Очистить графическое окно

close
Закрыть графическое окно

refresh
Обновить графическое окно

Создание осей координат и управление ими

axes
Создать оси координат (команда)

box
Окружить оси координат прямоугольник или параллепипедом

cla
Очистить оси координат

gca
Получить дескриптор графического объекта axes

hold
Сохранить оси координат

Объекты дескрипторной графики

figure
Графический объект figure

axes
Графический объект axes

line
Графический объект line

text
Графический объект text

patch
Графический объект patch

surface
Графический объект surface

image
Графический объект image

light
Графический объект light

uicontrol
Графический объект uicontrol

uimenu
Графический объект uimenu

Операции над графическими объектами

set
Установить свойства графического объекта

get
Получить свойства графического объекта

delete
Удалить графический объект

gco
Получить дескриптор текущего объекта

Основные свойства графических объектов дескрипторной графики:

BackgroundColor - цвет фона объекта. Цветом заполняется прямоугольник, определенный объектом. Определяется цвет трехэлементным RGB вектором или одним из определенных имен MATLAB. По умолчанию задан светло-серый цвет. 

ColorSpec – функция, задающая вектор, определяющий цвет. 

Callback вызывает из рабочего каталога заданную подпрограмму. 

FontAngle  – типы курсивного начертания шрифта. По умолчанию имеет значение normal.

FontName - название шрифта, поддерживаемого вашей системой. По умолчанию имеет название "MS Sans Serif".

FontSize - размер шрифта. По умолчанию имеет кегль 8.

FontWeight – типы полужирного начертания шрифта. По умолчанию имеет значение normal.
ForegroundColor - цвет текста. По умолчанию [0 0 0].

HandleVisibility - доступ пользователя к управлению объектом. По умолчанию "on".

HorizontalAlignment - горизонтальное выравнивание теста:

left - текст выровнен по правому краю;

center - текст отцентрирован (по умолчанию);

right - текст выровнен по левому краю.

Max - максимальное значение (скаляр). По умолчанию – 1.

Min - минимальное значение (скаляр).По умолчанию – 0.

Position - определяет размер и местоположение объекта по прямоугольнику [ левый, основание, ширина, высота]

Левый и основание - расстояние от левого нижнего угла окна Figure к левому нижнему углу объекта. Ширина и высота – размеры объекта.

String - строка, определяющая текст, отображенный на переключателях, доступном для редактирования тексте, списках, всплывающих меню, кнопках команды, "радио" кнопках, статическом тексте, и кнопках переключателя. 

UIContextMenu (дескриптор) – создает контекстное меню для объекта.

Units – единицы измерения. Отчет начинается от левого нижнего угла окна Figure. Нормализованные модули отображают левый нижний угол окна Figure как (0,0) и правый верхний угол как (1,1). Пикселы, дюймы, сантиметры, и пункты (точки) - абсолютные единицы (1 пункт(точка) = 1/72 дюйма, по умолчанию). Символьные единицы - символы, использующие заданный по умолчанию шрифт системы; ширина одного символа - ширина символа x, высота одного символа - расстояние между опорными линиями двух строк текста. 

Value - значение переключателей: 1 – включен, 0 – выключен (по умолчанию).

Visible - видимость. По умолчанию имеет значение "on".
§3. Пользовательский интерфейс
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Стереографическая проекция

Рис.4                                                                       Рис.5

Пусть сфера единичного радиуса с центром в точке О (0, 0, 0) касается пополненной плоскости z=-1 в южном полюсе S(0, 0, -1). 

Выберем на плоскости произвольно точку Х' с координатами (х', у', -1). Полученная точка Х пересечения отрезка Х'N (рис.4) со сферой – стереографическая проекция точки Х' на сферу. Обозначим ее координаты через (x, y, z)  и найдем их. 

Известно, что декартовы координаты точки через сферические выражаются следующими формулами:

x = R cosφ sin(, y = R sinφ sin(, z = R cos(.

Введем следующее обозначение: ( = SX'. Тогда по рис. 5
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Рассмотрим (NOX. Применяя теорему синусов, получаем
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Рассматривая подобные треугольники NSX' и NSX, получим, что
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При этом 
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По рис.4: 
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Таким образом, получаем координаты точки Х – стереографической проекции точки Х':
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Но в нашем случае радиус сферы равен 1, тогда формулы приобретут вид:
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Конформные преобразования

Пусть сфера единичного радиуса с центром в точке О (0, 0, 0) касается пополненной плоскости z=-1 в южном полюсе S(0, 0, -1).

Будем рассматривать конформные дробно-линейные преобразования, которые переводят окружность с координатами (x, y, -1) в окружность с координатами (х(, у(, -1). Подвергнем ее конформному преобразованию вида
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где a, b, c, d, z – комплексные.

Очевидно комплексная координата z = x+iy. Зная z, можем получить z(, а, следовательно, и координаты окружности, полученной в результате преобразования. При этом x(=Re(z), y(=Im(z).

Экваториальная плоскость
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Пусть пополненная ХY-плоскость проходит через центр О(0,0,0) сферы единичного радиуса, т.е. является плоскостью экватора. 

Выберем на плоскости произвольно точку Х' с координатами (х', у', 0). Полученная точка Х  пересечения отрезка Х'N (рис.6) со сферой – стереографическая проекция точки Х' на сферу. Обозначим ее координаты через (x, y, z)  и найдем их. 

Снова применим сферические координаты точки, через которые можем найти ее декартовы координаты:

x = R cosφ sin(, y = R sinφ sin(, z = R cos(.

Введем следующее обозначение: ( = ОX'. Тогда


[image: image40.wmf]22

xy

¢¢

r=+

, NX'= 
[image: image41.wmf]22

R

r+

.

Рассмотрим (NOX. Применяя теорему синусов, получаем
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Рассматривая подобные треугольники NОX' и NХS, получим, что
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При этом 
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По рис.7: 
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Таким образом, получаем координаты точки Х – стереографической проекции точки Х':
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Но в нашем случае радиус сферы равен 1, тогда формулы приобретут вид:
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Как сказано выше, дробно-линейное конформное отображение вида
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соответствует повороту на сфере SU(2)→SO(3).

Если b=0, то неподвижными точками являются z1=0 и z2=∞.

Если b≠0, то неподвижными будут точки 
[image: image55.wmf]2
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. При чем  х=Re(z) и y=Im(z).

Пусть l, m, n  координаты неподвижной точки на сфере, полученные применением преобразования (1) к точке (3). 

Пусть (х(, y(, z() – координаты стереографической проекции точки         (x, y, 0). Пусть также точка (x1, y1, 0) – отображение точки (x, y, 0) конформным преобразованием (2), а (х((, у((, z(() – стереографическая проекция точки            (x1, y1, 0).

Расстояние между точками (х(, у(, z() и (x((, y((, z(() 
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Расстояние от этих точек до прямой, проходящей через неподвижные точки на сфере (оси вращения) 
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Угол поворота относительно оси вращения, переводящей (х(, y(, z() в   (х((, у((, z(()    
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