“Решение уравнения Бюргерса методом Галеркина

 с использованием гармонических вейвлетов.”
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1.Введение.

В последние годы использование кратномасштабного анализа и вейвлетов стало очень популярным при разработке численных схем для решений дифференциальных уравнений в частных производных(PDE). В этой работе используются комплексные гармонические вейвлеты как базисные функции в методе Галеркина для уравнения Бюргерса. Хотя гармонические вейвлеты плохо локализованы в пространстве (с амплитудой |ψ|, которые убывают как x-1 на бесконечности), они не пересекаются в спектральном пространстве, что делает их особенно полезными в изучении локальных взаимодействий в волновом пространстве. Целью работы является не получение новых знаний об уравнении Бюргерса. Мы просто хотим предоставить пример использования такого базиса для метода Галеркина.
2.Гармонические вейвлеты.

Рассмотрим комплекснозначный базис Литтлвуда-Пэйли, определенный при помощи материнского вейвлета:
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Ортонормированный базис можно сконструировать ортонормированный базис 
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 сдвигом и расширением материнского вейвлета, где j – масштабный коэффициент, а k – коэффициент сдвига. В итоге базис имеет вид:
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Важнейшим шагом в конструировании алгоритма является периодизация вейвлета. Периодические вейвлеты могут быть сконструированы при помощи стандартной процедуры:
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на единичном отрезке. При этом все свойства вейвлетов переходят на их периодические копии. Из (3) получаем периодические вейвлеты:
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где j=0,…,r и k=0,…,2j-1. Рисунок 1. изображает действительную и мнимую части периодических гармонических вейвлетов .
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                                                          Рисунок 1. Действительная и мнимая части периодических                                                                                                                   
                                                          гармонических вейвлетов a) 
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Интересно заметить, что (4) имеет вид, подобный Фурье-преобразованию и поэтому для него справедливы большинство свойств преобразования Фурье. Определив дискретное вейвлет преобразование как  {fl}:
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где 
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, есть дискретный 1-переодический гармонический вейвлет (per отброшено для удобства), и коэффициенты выглядят:
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где {F}-коэффициенты Фурье для {f}. Заметим, что aN-s=ãs, кроме случаев a0 и aN/2, которые всегда являются действительными. Это свойство позволяет разработать эффективный и простой параллельный алгоритм, основанный на FFT, для подсчета коэффициентов вейвлетов.

3.Вейвлет-Галеркина метод решения уравнения Бюргерса.
В этой части применяются гармонические вейвлеты для уравнения Бюргерса с периодическими граничными условиями, определенными на x
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где u(x,t) – скорость, а v –кинематическая вязкость,  с начальными условиями 
                                                                  u(x,0)=sin2πx.                                                                   (7’)
Используя стандартный подход в методе Галеркина, представляя u(x,t) в виде амплитуды зависящей от времени, и базиса, зависящего от пространственное переменной, находится решение (7) в форме:
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где 
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Здесь тильда обозначает комплексное сопряжение.

Подставляя (8) в (7), используя (9), получаем следующую систему уравнений, которая выражает конечно-пространственное отображение уравнения Бюргерса на пространство вейвлетов,
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где
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есть линейный и нелинейный коэффициенты соответственно, δm,n является символом Кронекера.

4.Численные расчеты. 
Чтобы проиллюстрировать предложенную схему, получим вейвлет-Галеркина решение уравнения Бюргерса для r=3 для различных v использую периодические гармонические вейвлеты на x
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Для решения (10) применяется стандартный многошаговый метод Адамса. Начальные условия (7’) также раскладываются по периодическим гармоническим вейвлетам, для использования их при решении уравнения (10). Интервал изменения временной переменной t взяли [0,1]. При решении (10) получили набор 
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, которые потом были подставлены в (8). И было получено решение u(x,t) изображенное на Рисунке 2. для v=0.025.
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        Рисунок 2.
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.
Для сравнения было также полученное решение для v = 0.0025, решение которого изображено на Рисунке 3.
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                                                                                                                              Рисунок 3.
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Явно заметно уменьшение влияния второй производной 
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 в решении (7).
Все численные расчеты проводились в среде Matlab 6.1, с использованием стандартных средств.
5.Заключение. 
В данной работе обсуждалось приложение периодических гармонических вейвлетов в вейвлет-Галеркина решении уравнения Бюргерса с периодическими начальными условиями. Уравнения Бюргерса является простейшей модельным уравнением, описывающим связь между нелинейным  и диссипативным членами, и широко изучено как одномерная модель трехмерного уравнения Навье-Стокса. Предполагается что гармонические вейвлеты могут быть полезными для получения аналитических приближений  уравнения Навье-Стокса.
Более конкретное сравнение гармонических вейвлетов и уже ранее существовавшими схемами может быть получено при переходе от одномерной схемы к многомерной. Данная работа предполагается в будущем.
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