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8. Àïïðîêñèìàöèÿ ôóíêöèé îðòîãîíàëüíûìè
ìíîãî÷ëåíàìè

8.1 Ââåäåíèå â áèáëèîòåêó orthopoly

Äëÿ ðåøåíèÿ ìíîãèõ èíæåíåðíûõ çàäà÷ òðåáóåòñÿ ïðèáëèçèòü íå-
êîòîðûå èñõîäíûå ñèãíàëû ñïåöèàëüíûìè ôóíêöèÿìè. Âî ìíîãèõ ñëó-
÷àÿõ â êà÷åñòâå òàêèõ ôóíêöèé èñïîëüçóþò îðòîãîíàëüíûå ìíîãî÷ëå-
íû. Â Maple âêëþ÷åíà áèáëèîòåêà orthopoly  äëÿ ðàáîòû ñ îðòîãîíàëü-
íûìè ìíîãî÷ëåíàìè.

Ìíîãî÷ëåíû, ñîäåðæàùèåñÿ â áèáëèîòåêå orthopoly è íåêîòîðûå èõ
ñâîéñòâà ïðèâåäåíû â òàáëèöå.

Ëþáîé ïîëèíîì ìîæíî èñïîëüçîâàòü áåç ïðèìåíåíèÿ êîìàíäû with. Â
ýòîì ñëó÷àå êîìàíäà áóäåò âûãëÿäåòü ñëåäóþùèì îáðàçîì:

 orthopoly[function](args), ãäå function - èìÿ ïîëèíîìà, args - àðãóìåí-
òû.

Îðòîãîíàëüíûå ïîëèíîìû áèáëèîòåêè orthopoly

Ôóíêöèÿ Ïîëèíîì Âåñ w(x) Óñëîâèå

îðòîãîíàëüíîñòè (m≠n)
G(n, a, x) ìíîãî÷ëåíû

Ãåãåíáàóýðà
 = ( )w x ( ) − 1 x

2







 − a

1

2  = d
⌠
⌡−1

1

( )w x ( )G , ,n a x ( )G , ,m a x x 0

H(n, x) ìíîãî÷ëåíû

Ýðìèòà  = ( )w x e
( )−x

2
 = d

⌠
⌡−∞

∞
( )w x ( )H ,n x ( )H ,m x x 0

L(n, a, x) îáîáùåííûå

ìíîãî÷ëåíû

Ëàãåððà
 = ( )w x e

( )−x
x
a  = d

⌠
⌡

0

∞
( )w x ( )L , ,n a x ( )L , ,m a x x 0

L(n, x) ìíîãî÷ëåíû

Ëàãåððà

òàêæå êàê è äëÿ îáîáùåííûõ ïîëèíîìîâ Ëàãåððà

ïðè a=0
P(n, a, b, x) ìíîãî÷ëåíû

ßêîáè
 = ( )w x ( ) − 1 x

a ( ) + 1 x
b  = d

⌠
⌡−1

1

( )w x ( )P , , ,n a b x ( )P , , ,m a b x x 0

P(n, x) ìíîãî÷ëåíû

Ëåæàíäðà

òàêæå êàê è äëÿ ïîëèíîìîâ ßêîáè ïðè a=0, b=0

T(n, x) ìíîãî÷ëåíû

×åáûøåâà

ïåðâîãî ðîäà  = ( )w x ( ) − 1 x
2







−

1

2  = d
⌠
⌡−1

1

( )w x ( )T ,n x ( )T ,m x x 0

U(n, x) ìíîãî÷ëåíû

×åáûøåâà

âòîðîãî ðîäà  = ( )w x ( ) − 1 x
2









1

2  = d
⌠
⌡−1

1

( )w x ( )U ,n x ( )U ,m x x 0
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Òàêàÿ íîòàöèÿ áûâàåò íåîáõîäèìà â ñëó÷àå êîíôëèêòà âûçîâà áèá-
ëèîòå÷íîé ôóíêöèè è ôóíêöèè, îïðåäåëåííîé â ñåññèè Maple ïîä òàêèì æå
èìåíåì.

> with(orthopoly);
[ ], , , , ,G H L P T U

> G(3,5,x);

 − 280 x
3

60 x

> plot({G(0,1,t), G(1,1,t), G(2,1,t), G(3,1,t),
G(4,1,t)},t=-1..1);

> T(5,y);

 −  + 16 y
5

20 y
3

5 y

> plot({T(0,t),T(1,t),T(2,t),T(3,t),T(4,t)},t=-
1..1);
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8.2 Ðàçëîæåíèå ôóíêöèé ïî ìíîãî÷ëåíàì ×åáûøåâà

Â çàäà÷àõ ðàçëîæåíèÿ ôóíêöèé ïî îðòîãîíàëüíîìó áàçèñó íåîá-
õîäèìî îïðåäåëèòü êîýôôèöèåíòû ðàçëîæåíèÿ. Maple ñîäåðæèò, ê ñî-
æàëåíèþ, âñåãî ëèøü îäíó ôóíêöèþ, ïðåäîñòàâëÿþùóþ òàêóþ âîç-
ìîæíîñòü. Ôóíêöèÿ chebyshev ïðåäñòàâëÿåò èñõîäíóþ ôóíêöèþ â ôîðìå
ðÿäà îòíîñèòåëüíî ìíîãî÷ëåíîâ ×åáûøåâà ïåðâîãî ðîäà, ïðè÷åì êî-
ëè÷åñòâî ÷ëåíîâ ðÿäà âûáèðàåòñÿ èñõîäÿ èç òðåáóåìîé òî÷íîñòè ïðè-
áëèæåíèÿ.

Ôîðìàò âûçîâà:
chebyshev(expr, eq/nm, eps),
ãäå expr - àëãåáðàè÷åñêîå âûðàæåíèå èëè ôóíêöèÿ, eq/nm - óðàâíåíèå

âèäà x=a..b  èëè íåêîòîðîå èìÿ õ, eps - ÷èñëåííîå çíà÷åíèå (íåîáÿçàòåëü-
íûé ïàðàìåòð).

Ôóíêöèÿ chebyshev âû÷èñëÿåò ðàçëîæåíèå âûðàæåíèÿ expr ÷åðåç îðòî-
ãîíàëüíûå ìíîãî÷ëåíû ×åáûøåâà ïåðâîãî ðîäà îòíîñèòåëüíî ïåðå-
ìåííîé õ íà èíòåðâàëå [a,b] ñ òî÷íîñòüþ eps.

Åñëè eq/nm çàäàíî ïðîñòî êàê èìÿ ïåðåìåííîé õ, òî ïî óìîë÷àíèþ áå-
ðåòñÿ èíòåðâàë ðàçëîæåíèÿ [-1,1].

Åñëè ïðèñóòñòâóåò òðåòèé àðãóìåíò eps, òî îí îïðåäåëÿåò òî÷íîñòü ðàç-

ëîæåíèÿ. Ïî óìîë÷àíèþ èñïîëüçóåòñÿ çíà÷åíèå  = eps 10
( )−Digits

 , ò.å. óñ-

òàíàâëèâàåòñÿ îøèáêà ïðèáëèæåíèÿ ìåíüøå, ÷åì 10
( )−Digits

.
Âûðàæåíèå èëè ïðîöåäóðà expr äîëæíà ïðèíèìàòü ÷èñëîâîå çíà÷åíèå

ïðè ïîäñòàíîâêå âìåñòî õ êîíêðåòíîãî ÷èñëà. Êðîìå òîãî, expr äîëæ-
íà ïðåäñòàâëÿòü ôóíêöèþ, êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ àíàëèòè÷åñêîé íà ïðî-
ìåæóòêå [a,b].

Ôóíêöèÿ chebyshev â ðåçóëüòàòå ñâîåé ðàáîòû âûäàåò ðÿä îòíîñèòåëü-
íî ìíîãî÷ëåíîâ ×åáûøåâà T(k,x), k=0,1,2,... ñ êîýôôèöèåíòàìè â ôîð-
ìå ÷èñåë ñ ïëàâàþùåé çàïÿòîé. ×òîáû ïðåäñòàâèòü äàííûé ðÿä â ôîð-
ìå îáû÷íîãî ìíîãî÷ëåíà äîñòàòî÷íî çàãðóçèòü èç áèáëèîòåêè
orthopoly ôóíêöèþ T. Äåëàåòñÿ ýòî êîìàíäîé with(orthopoly,T).

Ñëåäóåò áûòü âíèìàòåëüíûì, ÷òîáû ïåðåìåííàÿ Ò íèãäå ðàíüøå íå áûëà
èñïîëüçîâàíà, ò.ê. äàííîå èìÿ çàðåçåðâèðîâàíî ïîä ôóíêöèþ, ïðåä-
ñòàâëÿþùóþ ìíîãî÷ëåíû ×åáûøåâà ïåðâîãî ðîäà.
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Ïðèìåðû:
> r1:=chebyshev(cos(x),x);

r1 .7651976865 ( )T ,0 x .2298069699 ( )T ,2 x .004953277929 ( )T ,4 x −  +  := 

.00004187667601 ( )T ,6 x .1884468835 10
-6

( )T ,8 x .5261230555 10
-9

( )T ,10 x −  +  − 

> r2:=chebyshev(cos(x),x,0.1);
 := r2  − .7651976865 ( )T ,0 x .2298069699 ( )T ,2 x

> with(orthopoly,T):
> plot({cos(x),r2},x=-1..1);

Âû÷èñëèì íàèáîëüøóþ àáñîëþòíóþ îøèáêó ïðèáëèæåíèÿ.
> max1:=0: max2:=0:
> for x from -1 to 1 by 0.01 do
>   n1:=evalf(abs(r1-cos(x))):
>   n2:=evalf(abs(r2-cos(x))):
>   if max1<n1 then max1:=n1: fi:
>   if max2<n2 then max2:=n2: fi:
> od:
> max1;

.2 10
-9

> max2;
.0049953436

Ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû ñîãëàñóþòñÿ ñ çàäàííîé òî÷íîñòüþ ðàçëîæå-
íèÿ.
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8.3 Ðàçëîæåíèå ôóíêöèé íà ïðîèçâîëüíîì èíòåðâàëå

Õîòÿ Maple íå ñîäåðæèò êðîìå åäèíñòâåííîé ôóíêöèè chebyshev äðó-
ãèõ ñðåäñòâ ðàáîòû ñ îðòîãîíàëüíûìè ïîëèíîìàìè, íî ïðè íåîáõîäèìîñ-
òè ìîæíî ðàçëîæèòü çàäàííóþ ôóíêöèþ íà ïðîèçâîëüíîì èíòåðâàëå íà
îðòîíîðìèðîâàííîì áàçèñå.

Íàäî ïîä÷åðêíóòü, ÷òî äëÿ ðàçëîæåíèÿ ôóíêöèè íåîáõîäèìî èìåòü îð-
òîíîðìèðîâàííûé áàçèñ. Íàïðèìåð, ñîäåðæàùèåñÿ â áèáëèîòåêå
orthopoly ìíîãî÷ëåíû Ëåæàíäðà íå ÿâëÿþòñÿ îðòîíîðìèðîâàííûìè.
Ïîÿñíèòü ýòî ìîæíî ñëåäóþùèì ïðèìåðîì.
> with(orthopoly):
> a:=array(1..4,1..4):
> for i to 4 do
>   for j to 4 do
>     a[i,j]:=int(P(i,t)*P(j,t),t=-1..1):
>   od:
> od:
> print(a);













2

3
0 0 0

0
2

5
0 0

0 0
2

7
0

0 0 0
2

9

  Êàê âèäíî, ìàòðèöà "à" íå ÿâëÿåòñÿ åäèíè÷íîé. Äàííàÿ ìàòðèöà áóäåò
ÿâëÿòüñÿ åäèíè÷íîé òîëüêî â ñëó÷àå îðòîíîðìèðîâàííûõ ôóíêöèé.

×òîáû ñäåëàòü ìíîãî÷ëåíû îðòîíîðìèðîâàííûìè, íåîáõîäèìî âû-
ïîëíèòü ïðîöåäóðó íîðìèðîâêè ïî àíàëîãèè ñ àëãîðèòìîì, èñïîëü-
çîâàííîì â ñëåäóþùåì ïðèìåðå.
> normaF:=array(0..4):
> for i from 0 to 4 do
>   normaF[i]:=sqrt(int(P(i,t)^2,t=-1..1)):
> od:
> for i to 4 do
>   for j to 4 do  a[i,j]:=int(P(i,t)/
>      normaF[i]*P(j,t)/normaF[j],t=-1..1):
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>   od:
> od:
> print(a);













1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1

Òåïåðü çàäàäèì ôóíêöèþ äëÿ îðòîíîðìèðîâàííûõ ìíîãî÷ëåíîâ Ëå-
æàíäðà è ïîïðîáóåì ðàçëîæèòü sin(t) íà ïðîìåæóòêå [-1,1].
> pp1:=(i,t)->P(i,t)/normaF[i];

 := pp1  → ( ),i t
( )P ,i t

normaFi

> fun1:=sin(t):
> c1:=array(0..4):
> for i from 0 to 4 do
>   c1[i]:=int(fun1*pp1(i,t),t=-1..1):
> od:
> s:=sort(evalf(sum(c1['i']*pp1('i',t),
'i'=0..4)));

 := s −  + .1576151193t
3

.9980751086 t

> plot({fun1+0.05,s},t=-1..1);

Â ïîñëåäíåì ïðèìåðå âåêòîð "ñ1" - âåêòîð êîýôôèöèåíòîâ Ôóðüå; s -
ðàçëîæåíèå èñõîäíîé ôóíêöèè ïî îðòîíîðìèðîâàííîìó áàçèñó (óï-
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ðîùåííîå âûðàæåíèå); ïðè ïîñòðîåíèè ãðàôèêà ê èñõîäíîé ôóíêöèè
áûëî äîáàâëåíî 0.05 äëÿ òîãî, ÷òîáû íà ãðàôèêå ìîæíî áûëî ðàçëè-
÷èòü äâå êðèâûå, â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ïåðâàÿ êðèâàÿ ñòàíîâèòñÿ íåçà-
ìåòíîé èç-çà íàëîæåíèÿ ãðàôèêà âòîðîé ôóíêöèè.

Êàê âèäíî èç ïîñòðîåíèÿ, äîñòèãàåòñÿ óäîâëåòâîðèòåëüíàÿ àïïðîê-
ñèìàöèÿ äàæå ïðè ïÿòè ÷ëåíàõ ðàçëîæåíèÿ.

Î÷åíü ÷àñòî òðåáóåòñÿ ðàçëîæèòü ôóíêöèþ íà ïðîèçâîëüíîì èíòåðâà-
ëå [a,b]. Â ýòîì ñëó÷àå íåîáõîäèìî èñõîäíûå îðòîíîðìèðîâàííûå ôóíê-
öèè ïåðåîïðåäåëèòü íà èíòåðâàë [a,b]. Äàííàÿ ïðîöåäóðà ïðîäåëûâàåòñÿ
â ñëåäóþùåì ïðèìåðå.

> restart;
> with(orthopoly):
> n:=8:
> normaf:=array(0..n):
> a:=0: b:=6:
> pp:=(i,t)->simplify(subs(x=(2*t-a-b)/(a-
b),P(i,x)));

 := pp  → ( ),i t






simplify







subs , = x

 −  − 2 t a b

 − a b
( )P ,i x

> for i from 0 to n do
> normaf[i]:=sqrt(int(pp(i,x)*pp(i,x),x=a..b)):
> od:
> ppn:=(ii,t)->pp(ii,t)/normaf[ii];

 := ppn  → ( ),ii t
( )pp ,ii t

normaf ii

> c:=array(0..n):
> fun:=sin(t):
> for i from 0 to n do
> c[i]:=evalf(int(fun*ppn(i,t),t=a..b)):
> od:
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> print(c);

 .. 0 8array( , [

 = ( )0 .0162604124

 = ( )1 1.451908566

 = ( )2 -.2308306940

 = ( )3 -.9755459264

 = ( )4 .058228154

 = ( )5 .131880629

 = ( )6 -.00495342

 = ( )7 -.00774684

 = ( )8 .0002136

])

> s:=sort(evalf(simplify(sum(c['i']*ppn('i',t),
'i'=0..n))));

s .2754981125 10
-5

t
8

.00008405043098 t
7

.002649997472 t
6

.01967875061 t
5

 +  −  +  := 

.02661563555 t
4

.1321078636 t
3

.02298865617 t
2

1.006415598 t .0004346590000 −  −  −  +  − 

> plot({fun+0.07,s},t=a..b);

Òàêèì îáðàçîì, ðàçëîæèòü ôóíêöèþ íà îðòîíîðìèðîâàííîì áà-
çèñå íà ëþáîì ïðîìåæóòêå íå ïðåäñòàâëÿåò òðóäíîñòè.


