
Îñíîâíûå ìàòåìàòè÷åñêèå îïåðàöèè 4 3

© Ïðîõîðîâ Ã.Â., Êîëáååâ Â.Â., Æåëíîâ Ê.È., Ëåäåíåâ Ì.À., 1998
 «Ìàòåìàòè÷åñêèé ïàêåò Maple V Release 4».
Ïðè ïåðåïå÷àòêå ññûëêà íà ïåðâîèñòî÷íèê îáÿçàòåëüíà.

3.2 Îïåðàöèè ñ ïîëèíîìàìè

Â ìàòåìàòè÷åñêèõ ïðåîáðàçîâàíèÿõ ÷àñòî èñïîëüçóþòñÿ ïîëèíî-
ìû. Ïîä ïîëèíîìîì Maple ïîíèìàåò ñóììó èëè ðàçíîñòü âûðàæåíèé ñ
íåîòðèöàòåëüíûìè ñòåïåíÿìè. Â ïàêåòå ïðåäñòàâëåí  øèðîêèé ñïåêòð
êîìàíä äëÿ ðàáîòû ñ ïîëèíîìàìè. Íèæå ïðèâåäåíû îñíîâíûå èç íèõ.

Îïðåäåëèì ïîëèíîì pol:
> pol:=expand((5*y*x^2+x+1)*(x^3-
x)+(2*y*x^2+6));

 := pol  −  +  −  +  −  +  + 5 y x
5

5 y x
3

x
4

x
2

x
3

x 2 y x
2

6

Âûïîëíèì íåñêîëüêî àðèôìèòè÷åñêèõ îïåðàöèé. C ïîìîùüþ êî-
ìàíäû quo ðàçäåëèì îäèí ïîëèíîì íà äðóãîé, îïðåäåëèâ ïðè ýòîì
öåëóþ ÷àñòü îò äåëåíèÿ:
> quo(pol,x^3-x,x);

 +  + 5 y x
2

x 1

êîìàíäà îïèñàíèå
lcoeff(pol,opt) Îïðåäåëåíèå ñòàðøåãî êîýôôèöèåíòà ïîëèíîìà

pol

coeff(pol,x,n) Îïðåäåëåíèå êîýôôèöèåíòà ïîëèíîìà pol ïðè n-
îé ñòåïåíè ïåðåìåííîé x

coeffs(pol,x) Îïðåäåëåíèå âñåõ êîýôôèöèåíòîâ ïîëèíîìà pol
ïðè ïåðåìåííîé x

convert(pol,

sqrfree,x)

Ðàçëîæåíèå ïîëèíîìà pol íà êâàäðàòíûå òðåõ-
÷ëåíû ïî ïåðåìåííîé x

degree(pol,x) Îïðåäåëåíèå ñòåïåíè ïîëèíîìà pol ïðè ïåðåìåí-
íîé x

discrim(pol,x) Âû÷èñëåíèå äèñêðèìèíàíòà ïîëèíîìà pol ïî
ïåðåìåííîé x

gcd(pol1,pol2) Âû÷èñëåíèå íàèáîëüøåãî îáùåãî  äåëèòåëÿ äâóõ
ïîëèíîìîâ pol1 è pol2

psqrt(pol) Âû÷èñëåíèå êâàäðàòíîãî êîðíÿ èç ïîëèíîìà pol

quo(pol1,pol2,x) Âû÷èñëåíèå ÷àñòíîãî îò äåëåíèÿ äâóõ  ïîëèíîìîâ
pol1 è pol2 ïî ïåðåìåííîé x

randpoly(x) Ñîçäàíèå ñëó÷àéíîãî ïîëèíîìà ïåðåìåííîé x
rem(pol1,pol2,x) Âû÷èñëåíèå îñòàòêà îò äåëåíèÿ äâóõ  ïîëèíîìîâ

pol1 è pol2 ïî ïåðåìåííîé x
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Ñ ïîìîùüþ êîìàíäû rem íàéäåì îñòàòîê îò ýòîãî äåëåíèÿ, ïðè ýòîì
öåëàÿ ÷àñòü çàïèøåòñÿ â ïåðåìåííóþ `k`:
> os:=rem(pol,x^3-x,x,'k');k;

 := os  + 2 y x
2

6

 +  + 5 y x
2

x 1

Äëÿ íàõîæäåíèÿ íàèáîëüøåãî îáùåãî  äåëèòåëÿ äâóõ  ïîëèíîìîâ
èñïîëüçóåòñÿ êîìàíäà gcd.
> gcd(os,y*x^2+3);

 + y x
2

3

Ñãðóïïèðóåì ðàíåå îïðåäåëåííûé íàìè ïîëèíîì ïî ïåðåìåííîé x

ñ ïîìîùüþ êîìàíäû collect è ïîäñòàâèì âìåñòî ïåðåìåííîé y ÷èñëî 2.
> collect(pol,x); pol1:=subs(y=2,pol);

 +  +  +  −  + 5 y x
5

x
4

( ) − 1 5 y x
3

( )−  + 1 2 y x
2

x 6

 := pol1  −  +  +  −  + 10 x
5

9 x
3

x
4

3 x
2

x 6

Îïðåäåëèì êîýôôèöèåíòû ïîëèíîìà pol1è äàëåå âû÷èñëèì äëÿ íåãî
äèñêðèìèíàíò è ñòåïåíü, èñïîëüçóÿ ñîîòâåòñòâåííî êîìàíäû coeffs,
discrim, degree.
> coeffs(pol1,x); discrim(pol1,x);
degree(pol1,x);

10, -1, 1, -9, 3, 6
63388974740

5
Êîìàíäîé factor ìîæíî ðàçëîæèòü ïîëèíîì íà ìíîæèòåëè. Íàïðè-

ìåð:
> factor(3*x^2+9*x-12);

3 ( ) + x 4 ( ) − x 1
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3.3 Îãðàíè÷åíèÿ íà ïåðåìåííûå

Â Maple ìîæíî íàëîæèòü ðàçëè÷íûå îãðàíè÷åíèÿ íà ïåðåìåííûå,
ïðè  ýòîì ïðîãðàììà áóäåò ïðåäóïðåæäàòü âàñ î íàëîæåííûõ îãðàíè-
÷åíèÿõ â ðàçëè÷íîé ôîðìå. Ðåæèìû ïðåäóïðåæäåíèÿ ïîäðîáíî îïèñà-
íû â ãëàâå �Èíòåðôåéñ Maple V�.

Ïóñòü ïåðåìåííàÿ �à� áóäåò áîëüøå íóëÿ:
> assume( a>0 );
> signum( a );

1

> Re(a+1);

 + a~ 1

Ïîñëå ïåðåìåííîé �à� ìû âèäèì ñèìâîë �~� , îçíà÷àþùèé, ÷òî íà
ïåðåìåííóþ íàëîæåíû îãðàíè÷åíèÿ.

Ïðåäóïðåæäàþùàÿ íàäïèñü ìîæåò áûòü è òàêîãî ðîäà (åñëè óñòà-
íîâèòü ïóíêò ìåíþ Options/Assumed Variables/Phrase):

> assume(n, integer); cos(n*Pi);

( )-1
n

with assumptions on n

3.4 Ïðèìåðû èç êóðñà ìàòåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà

Îñíîâó êóðñà ìàòåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà ñîñòàâëÿþò òàêèå ïîíÿ-
òèÿ êàê ïðåäåëû, ïðîèçâîäíûå, ïåðâîîáðàçíûå ôóíêöèé, èíòåãðàëû
ðàçíûõ âèäîâ, ðÿäû è äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ.

Êòî çíàêîì ñ îñíîâàìè ìàòåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà, òîìó íàâåðíÿêà
èçâåñòíû äåñÿòêè ïðàâèë íàõîæäåíèÿ ïðåäåëîâ, âçÿòèÿ èíòåãðàëîâ, íà-
õîæäåíèÿ ïðîèçâîäíûõ è ò.ä. è ò.ï. Åñëè äîáàâèòü ê ýòîìó, ÷òî äëÿ
íàõîæäåíèÿ áîëüøèíñòâà èíòåãðàëîâ íóæíî åùå ïîìíèòü òàáëèöó èí-
òåãðàëîâ, òî ïîëó÷àåòñÿ ïðîñòî îãðîìíûé îáúåì èíôîðìàöèè. È, åñëè
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íåêîòîðîå âðåìÿ íå òðåíèðîâàòü ñåáÿ â ðåøåíèÿõ òàêèõ çàäà÷, òî â èòîãå
ìíîãîå çàáûâàåòñÿ è äëÿ íàõîæäåíèÿ, íàïðèìåð, èíòåãðàëà ïîñëîæ-
íåå óæå òðåáóåòñÿ èñêàòü åãî â ñïðàâî÷íèêå.

Íî âåäü âçÿòèå èíòåãðàëîâ è íàõîæäåíèå ïðåäåëîâ - ýòî íå ñàìî-
öåëü âû÷èñëåíèé. Âñÿêàÿ çàäà÷à äîëæíà ðåøàòü íåêîòîðóþ ïðàêòè-
÷åñêóþ ïðîáëåìó, à ïðîìåæóòî÷íûå âû÷èñëåíèÿ - ëèøü ïðîìåæóòî÷-
íûé ýòàï íà ïóòè ê îòâåòó.

Ñ ïîìîùüþ Maple ìîæíî ñýêîíîìèòü ìàññó âðåìåíè è èçáåæàòü ìíî-
ãèõ îøèáîê ïðè âû÷èñëåíèÿõ.

Ðàññìîòðèì íà ïðèìåðàõ êîìàíäó limit, êîòîðàÿ ïîçâîëÿåò íàõî-
äèòü ïðåäåëû ôóíêöèé.
> restart;
> f(x):=(x^3-3*x^2+2*x-5)/(x^2+2);

 := ( )f x
 −  +  − x

3 3 x
2 2 x 5

 + x
2 2

> Limit(f(x),x=-1)=limit(f(x),x=-1);

 = lim
 → x ( )-1

 −  +  − x
3 3 x

2 2 x 5

 + x
2 2

-11

3

> r:=5*sin((3*x)/(x-Pi));

 := r 5






sin 3

x

 − x π
> limit(r,x=Pi);

 .. -5 5

Ïîñëåäíèé ðåçóëüòàò îçíà÷àåò, ÷òî ïðåäåë íå íàéäåí, íî çíà÷åíèÿ
ôóíêöèè â îêðåñòíîñòè óêàçàííîé òî÷êè ïðèíèìàþò çíà÷åíèÿ â äèà-
ïàçîíå, êîòîðûé âû÷èñëèëà ôóíêöèÿ limit. Ïðîâåðèòü ýòî ìîæíî ñ ïî-
ìîùüþ ãðàôèêà ôóíêöèè.
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> plot(r,x=Pi-0.3..Pi+0.3);

Èíîãäà Maple íå ìîæåò íàéòè ïðåäåë, íàïðèìåð:
> limit(tan(x), x=infinity);

undefined

Ìîæíî òàêæå íàõîäèòü îäíîñòîðîííèå ïðåäåëû. Äëÿ ýòîãî äîñòà-
òî÷íî óêàçàòü êëþ÷åâîå ñëîâî left èëè right.
> g(x):=1/x;

 := ( )g x
1

x

> Limit(g(x),x=0,left)=limit(g(x),x=0,left);

 = lim
 → -x 0

1

x
−∞

Ïðîâåðèòü ïðàâèëüíîñòü íàõîæäåíèÿ ïðåäåëà ìîæíî ñ ïîìîùüþ
ãðàôèêà.
> plot(g(x),x=-1..1,view=[-1..1,-50..50],
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discont=true,color=blue,labels=[`x`,`g(x)`]);

Ìîæíî òàêæå íàõîäèòü ïðåäåëû äëÿ ôóíêöèé íåñêîëüêèõ àðãóìåí-
òîâ:
> limit(x+1/y, {x=0,y=infinity});

0

Äëÿ Maple íå ñîñòàâèò òðóäà íàéòè ïðåäåë äëÿ ôóíêöèè ñ íåèçâåñ-
òíûìè ïàðàìåòðàìè:
> limit(a*x, x=infinity);

( )signum a ∞

×òîáû ïðîäèôôåðåíöèðîâàòü ôóíêöèþ, äîñòàòî÷íî âîñïîëüçîâàòü-
ñÿ êîìàíäîé diff.
> restart:
> f(x):=ln(sqrt(exp(3*x)/(1+exp(3*x))));

 := ( )f x












ln

e
( )3 x

 + 1 e
( )3 x

> simplify(diff(f(x),x));

3

2

1

 + 1 e
( )3 x

Ìîæíî âçÿòü ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå îò ôóíêöèè ìíîãèõ ïåðåìåí-
íûõ:
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> diff(f(x,y),x,y);

∂ ∂
∂2

y x
( )f ,x y

Ïðè ïîìîùè îïåðàòîðà ôîðìèðîâàíèÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ($) ìîæ-
íî áðàòü ïðîèçâîäíûå âûñîêèõ ïîðÿäêîâ.
> Diff(sin(x),x$3)=diff(sin(x),x$3);

 = 
∂

∂3

x
3

( )sin x − ( )cos x

Âçÿòü èíòåãðàë îò êàêîé-ëèáî ôóíêöèè ìîæíî ïðè ïîìîùè îïåðà-
òîðà int.
> restart:

Íåîïðåäåëåííûé èíòåãðàë:
> Int((3*x^2+8)/(x^3+4*x^2+4*x), x)=
int((3*x^2+8)/(x^3+4*x^2+4*x),x);

 = d

⌠

⌡



 + 3 x
2 8

 +  + x
3 4 x

2 4 x
x  +  + 2 ( )ln x

10

 + x 2
( )ln  + x 2

Îïðåäåëåííûé èíòåãðàë:
> Int(sin(phi)^3*sqrt(cos(phi)),phi=0..Pi/
2)=int(sin(phi)^3*sqrt(cos(phi)),phi=0..Pi/2);

 = d
⌠

⌡

0

1

2
π

( )sin φ 3
( )cos φ φ

8

21

Íåñîáñòâåííûå èíòåãðàëû (ïåðâîãî è âòîðîãî ðîäà):
> Int(1/(x^2+2*x+2),x=-infinity..infinity)=
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int(1/(x^2+2*x+2),x=-infinity..infinity);

 = d

⌠

⌡


−∞

∞
1

 +  + x 2 2 x 2
x π

> Int(1/(x-1)^2,x=0..2)=int(1/(x-1)^2,x=0..2);;

 = d

⌠

⌡


0

2

1

( ) − x 1 2
x ∞

Â òåõ ñëó÷àÿõ, êîãäà èíòåãðàë íå ìîæåò áûòü âû÷èñëåí â ÷èñëåí-
íîé ôîðìå, ïîìîæåò ôóíêöèÿ evalf.
> ww:=int( exp(-x^3), x = 0..1 );

 := ww d
⌠

⌡


0

1

e
( )−x

3
x

> evalf(ww,5);

.80751

Â Maple ìîæíî ïðè ïîìîùè êîìàíäû sum íàõîäèòü ïðåäåë ñõîäè-
ìîñòè ðÿäà.
> Sum(7^(3*n)/(2*n-5)!,n=3..infinity)=
evalf(sum(7^(3*n)/(2*n-5)!,n=3..infinity));

 = ∑
 = n 3

∞ 7
( )3 n

!( ) − 2 n 5
.1203515449 1015

Ïîëåçíîé ìîæåò îêàçàòüñÿ è ôóíêöèÿ product:
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> product( a[k], k=0..n );

∏
 = k 0

n
ak

Äîñòàòî÷íî ïðîñòî ïðîèçâîäèòü ðàçëè÷íûå îïåðàöèè íàä êóñî÷-
íî-àíàëèòè÷åñêèìè ôóíêöèÿìè. Èõ ìîæíî èíòåãðèðîâàòü, äèôôåðåí-
öèðîâàòü è äàæå èñïîëüçîâàòü â äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèÿõ.
> p:=piecewise(x<0, -1, x>1, 2*x, x^2);

 := p








-1  < x 0
2 x  < 1 x

x
2

otherwise

Ïîñòðîèì ãðàôèê âûøåîïèñàííîé ôóíêöèè:
> plot(p,x=-1..2);

Èíòåãðèðîâàòü è äèôôåðåíöèðîâàòü êóñî÷íóþ ôóíêöèþ ìîæíî
òàêæå, êàê è îáû÷íûå ôóíêöèè:
> int(p,x);









−x  ≤ x 0
1

3
x

3  ≤ x 1

 − x
2 2

3
 < 1 x

À òåïåðü ïîïðîáóåì ðåøèòü äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå, â êîòî-
ðîå âõîäèò ôóíêöèÿ p(x).
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> dsolve( {diff(y(x),x)+p*y(x),y(0)=-2}, y(x));

 = ( )y x









−2 ex  ≤ x 0

−2 e







−

1

3
x

3

 ≤ x 1

−2 e







−  + x

2 2

3
 < 1 x

Maple íå îãðàíè÷èâàåòñÿ âûøåîïèñàííûìè âîçìîæíîñòÿìè. Ò.ê.
ñèñòåìà ñîäåðæèò îïåðàòîðû äëÿ áàçîâûõ âû÷èñëåíèé, òî ïî÷òè âñå
àëãîðèòìû, êîòîðûå íå ðåàëèçîâàíû ñòàíäàðòíûìè ôóíêöèÿìè ìîæ-
íî ðåàëèçîâàòü ïîñðåäñòâîì íàïèñàíèÿ ñîáñòâåííîé ïðîãðàììû.


