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5. Ìàòðè÷íûå è âåêòîðíûå âû÷èñëåíèÿ

Ñðåäà Maple ïîçâîëÿåò âûïîëíÿòü âñå ñòàíäàðòíûå îïåðàöèè, îï-
ðåäåëåííûå â ëèíåéíîé àëãåáðå. Îíè ñòàíîâÿòñÿ äîñòóïíû ïðè ïîä-
êëþ÷åíèè áèáëèîòåêè linalg:
> with(linalg):

Äëÿ îïðåäåëåíèÿ ìàòðèöû (âåêòîðà)  èñïîëüçóþòñÿ êîìàíäû matrix
(vector).
> A:=matrix([[1,1,1],[4,1,6],[7,1,9]]);
a:=vector([2,x^2,4,5.3,alpha]);

 := A













1 1 1

4 1 6

7 1 9

 := a [ ], , , ,2 x
2

4 5.3 α
Èçâåñòíî, ÷òî â Maple (êàê è âî ìíîãèõ äðóãèõ ïðîãðàììíûõ ïðîäóêòàõ)

ïîä ìàòðèöåé ïîíèìàåòñÿ äâóìåðíûé ìàññèâ, èíäåêñ êîòîðîãî èçìåíÿåòñÿ îò
åäèíèöû äî ëþáîãî öåëîãî ÷èñëà. Ñëåäîâàòåëüíî, ìàòðèöó òàêæå ìîæíî çà-
äàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì:
> AA:=array(1..2,1..3);

AA := array(1 .. 2, 1 .. 3, [])
Íî ìàññèâ âèäà array(1..2,0..3) ìàòðèöåé íå ÿâëÿåòñÿ, ò. ê. âòîðîé èíäåêñ

èçìåíÿåòñÿ îò íóëÿ.
Èìåþòñÿ áîãàòûå âîçìîæíîñòè äëÿ ôîðìèðîâàíèÿ ìàòðèö ñïåöèàëüíî-

ãî âèäà. Íàïðèìåð, ñôîðìèðîâàòü åäèíè÷íóþ ìàòðèöó ìîæíî ñëåäóþùèì
îáðàçîì:
> E:=array(identity,1..3,1..3): evalm(E);

Äëÿ ïîëó÷åíèÿ äèàãîíàëüíîé ìàòðèöû èñïîëüçóþò êîìàíäó diag(vec),
ãäå vec - âåêòîð, ðàñïîëîæåííûé íà ãëàâíîé äèàãîíàëè. Çàìåòèì, ÷òî åñëè
vec - åäèíè÷íûé âåêòîð,  òî  ïîëó÷åííàÿ ìàòðèöà òàê æå áóäåò åäèíè÷íîé.
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> De:=diag(1,2,3);

 := De













1 0 0

0 2 0

0 0 3

Ìàòðèöà èç ñëó÷àéíûõ ÷èñåë ãåíåðèðóåòñÿ êîìàíäîé
randmatrix(n,m,opt), ãäå n,m - ðàçìåðíîñòü ìàòðèöû, à opt - ïàðà-
ìåòð, îïðåäåëÿþùèé òèï ìàòðèöû (symmetric, antisymmetric,
unimodular è äð.).
> randmatrix(4,4,symmetric);













-85 -55 -35 79

-55 -37 97 56

-35 97 50 49

79 56 49 63

Êîìàíäà blockmatrix îïðåäåëÿåò áëî÷íóþ, à êîìàíäà hilbert -
ãèëüáåðòîâó ìàòðèöû.

×òîáû óçíàòü êîëè÷åñòâî ñòðîê èëè ñòîëáöîâ  íåîáõîäèìî âûïîëíèòü ñëå-
äóþùèå îïåðàöèè:
> rowdim("); coldim(A);

4
3

Â áèáëèîòåêå �linalg� ïðåäóñìîòðåíû ðàçëè÷íûå ïðåîáðàçîâàíèÿ íàä
ìàòðèöàìè:  òðàíñïîíèðîâàíèå, âû÷èñëåíèå îáðàòíîé ìàòðèöû, ñîïðÿæåí-
íîé ìàòðèöû, âçÿòèå ìèíîðà, âû÷èñëåíèå ÿäðà è äð. Äëÿ ýòîãî èñïîëüçó-
þòñÿ ñîîòâåòñòâóþùèå êîìàíäû: transpose(A), inverse(A),
adjoint(A), minor(A,n,m), kernel(A).
> AT:=transpose(A);  minor(A, 2,1);

 := AT













1 4 7

1 1 1

1 6 9







1 1

1 9

Äëÿ òîãî, ÷òîáû âûäåëèòü ÷àñòü ìàòðèöû (âåêòîðà) ñóùåñòâóþò êîìàíäû
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submatrix(A,i1..i2,j1..j2) è subvector(a,i1..i2),  à åñëè
íåîáõîäèìî âûäåëèòü i-òóþ ñòðî÷êó èëè i-ûé ñòîëáåö èñïîëüçóþò row(A,i)
èëè col(A,i) ñîîòâåòñòâåííî.
> submatrix(A,1..2,2..3); row(",2);







1 1

1 6

[ ],1 6

Ñòðîêè èëè ñòîëáöû óäàëÿþòñÿ êîìàíäàìè delcols(A,i1..i2) èëè
delrows(A,i1..i2) ñîîòâåòñòâåííî.

Ñêëåèòü íåñêîëüêî ìàòðèö ãîðèçîíòàëüíî ìîæíî èñïîëüçóÿ ôóíêöèþ
concat(A1,..,A2), à âåðòèêàëüíî - stack(A1,..,A2):
> S:=concat(A,E,De);

 := S













1 1 1 1 0 0 1 0 0

4 1 6 0 1 0 0 2 0

7 1 9 0 0 1 0 0 3

Äëÿ âû÷èñëåíèÿ îïðåäåëèòåëÿ, ðàíãà, ÷èñëà îáóñëîâëåííîñòè, ñëåäà
ìàòðèöû èñïîëüçóþòñÿ ñëåäóþùèå êîìàíäû ñîîòâåòñòâåííî:
> det(A); rank(S); cond(A); trace(A);

Ðåçóëüòàò áóäåò èìåòü ñëåäóþùèé âèä:
6;
3;

136/3;
11.

Êîìàíäà  multiply(A1,..,An) ñëóæèò äëÿ ïåðåìíîæåíèÿ ìàòðèö
(âåêòîðîâ). Ñëåäóåò çàìåòèòü, ÷òî îïåðàöèè "+", "-", "*" ìîæíî âûïîëíèòü
è òðàäèöèîííûì ñïîñîáîì, ïðè ýòîì çíàê "*" èñïîëüçóåòñÿ ïðè óìíîæåíèè
ñêàëÿðíîé ôóíêöèè èëè ÷èñëà íà ìàòðèöó, à êîãäà â ïðîèçâåäåíèè ó÷àñòâóþò
òîëüêî âåêòîðà èëè ìàòðèöû, òî îí çàìåíÿåòñÿ íà "&*":
> Su:=evalm(A&*De+E-x*multiply(A,E));

 := Su













 − 2 x  − 2 x  − 3 x

 − 4 4 x  − 3 x  − 18 6 x

 − 7 7 x  − 2 x  − 28 9 x

Êîìàíäû  addrow(A,i,j,m) è addcol(A,i,j,m) ñëóæàò äëÿ óì-
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íîæåíèÿ  i-òîé ñòðîêè (ñòîëáöà) íà ñêàëÿðíûé ìíîæèòåëü m è ïðèáàâ-
ëåíèÿ ê j-òîé ñòðîêå (ñòîëáöó).
> addrow(Su,1,2,10);













 − 2 x  − 2 x  − 3 x

 − 24 14 x  − 23 11 x  − 48 16 x

 − 7 7 x  − 2 x  − 28 9 x

Ò.å. ïåðâàÿ è òðåòüÿ ñòðîêè îñòàþòñÿ áåç èçìåíåíèé, à íà ìåñòî âòîðîé
ñòðîêè çàïèñûâàåòñÿ âûðàæåíèå m*row(A,i) + row(A,j).
> row2:=evalm(10*row(Su,1)+row(Su,2));

row2 := [24 - 14 x, 23 - 11 x, 48 - 16 x]

Âû÷èñëèì ìàòðèöó Â, èñõîäÿ èç ôîðìóëû: B=A-E* λ , èñïîëüçóÿ êîìàí-

äó diag(1,1,1) äëÿ ñîçäàíèÿ åäèíè÷íîé ìàòðèöû 3õ3.
> B:=evalm(A�lambda*diag(1,1,1));

 := B













 − 1 λ 1 1

4  − 1 λ 6

7 1  − 9 λ
Íàéäåì îïðåäåëèòåëü ìàòðèöû B:

> f:=det(B);

 := f  −  +  − 6 2 λ 11 λ
2

λ
3

Ýòî âûðàæåíèå áóäåò ÿâëÿòüñÿ  õàðàêòåðèñòè÷åñêèì ïîëèíîìîì ìàòðèöû
À. Åãî ìîæíî íàéòè, âûïîëíèâ âñåãî îäíó êîìàíäó:
> charpoly(A,lambda);

 −  +  − 2 λ 11 λ
2

λ
3

6

Òåïåðü íàéäåì ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ìàòðèöû À, ðåøàÿ åå õàðàê-

òåðèñòè÷åñêîå óðàâíåíèå îòíîñèòåëüíî λ .

> res:=evalf(solve(f,lambda),4);

 := res , ,10.87  + .066 .7395 I  − .066 .7395 I

Ïîñëåäíèé ðåçóëüòàò ìîæíî íàéòè, ïðîäåëàâ ëèøü îäíó îïåðàöèþ íàä
ìàòðèöåé À:
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> evalf(eigenvals(A),4);

, ,10.87  + .066 .7395 I  − .066 .7395 I

Ïîëó÷èì ñîáñòâåííûå âåêòîðû ìàòðèöû À :
> evalf(eigenvects(A,�radical�),4);

[ ], ,10.87 1. { }[ ], ,.27 1. 1.46 ,

[ ], , + .066 .7395 I 1. { }[ ], ,−  − .2180 1.063 I 1. −  + .01168 .8315 I ,

[ ], , − .066 .7395 I 1. { }[ ], ,−  + .2180 1.063 I 1. −  − .01168 .8315 I

Çäåñü ðåçóëüòàò âûäàåòñÿ â ôîðìå:
[num,r,{vect}],

ãäå num � ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå ìàòðèöû;
r � êðàòíîñòü ñîáñòâåííîãî çíà÷åíèÿ;
vect � ñîáñòâåííûé âåêòîð;
�radical� � êëþ÷, îïðåäåëÿþùèé ðåæèì íàõîæäåíèÿ

âñåõ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé.
C ïîìîùüþ áèáëèîòåêè linalg ìîæíî ïðèâåñòè ìàòðèöó ê ðàç-

ëè÷íûì ñïåöèàëüíûì ôîðìàì.
Êîìàíäà gausselim(A) èñïîëüçóåòñÿ äëÿ ïðèâåäåíèÿ ê òðåóãîëüíîìó

âèäó.
Àëãîðèòì ãàóññîâà èñêëþ÷åíèÿ áåç äåëåíèÿ ðåàëèçóåòñÿ ôóíêöèåé

ffgausselim(A).
> ffgausselim(A);













1 0 −  −  + 
33

7

4

7
x

2 22

7
x

0 1 −  +  + 
2

7
x

2 1

7

4

7
x

0 0  −  +  − x
3 19

3
x

2 91

6
x

85

6

Ê òðåóãîëüíîìó âèäó ïðèâåñòè ìàòðèöó ìîæíî òàê æå ïðè ïîìîùè àëãî-
ðèòìà Ãàóññà-Æîðäàíà - gaussjord.

Êîìàíäà jordan(M)  ïðèâîäèò ìàòðèöó ê æîðäàíîâîé ôîðìå, à
hermite(A,x) - ê ýðìèòîâîé ôîðìå, ýëåìåíòû êîòîðîé çàâèñÿò îò ïåðå-
ìåííîé x.
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>  hermite(Su,x);













1 1 1

0 -3 2

0 0 6

Ìîæíî âîñïîëüçîâàòüñÿ òàê æå äèôôåðåíöèàëüíûìè îïåðàòîðàìè. Íà-
ïðèìåð, ÷òî áû âû÷èñëèòü ãðàäèåíò (äèâåðãåíöèþ) ôóíêöèè f(F), çàâèñÿ-
ùåé îò ïåðåìåííûõ âåêòîðà x, íåîáõîäèìî âîñïîëüçîâàòüñÿ êîìàíäàìè
grad(f,x) èëè diverge(F,x).

Ôóíêöèÿ curl(v,x) îïðåäåëÿåò ðîòîð òðåõìåðíîãî âåêòîðà v ïî òðåì
ïåðåìåííûì âåêòîðà x.

Ìàòðèöó ßêîáè äëÿ âåêòîðà v ïî ïåðåìåííûì âåêòîðà x âû÷èñëÿþò ïðè
ïîìîùè êîìàíäû jacobian(v,x), à ëàïëàñèàí ôóíêöèè f ïî ïåðåìåííûì
âåêòîðà x -  laplacian(f,x). Íàïðèìåð:
> f:=x^3+y^2+cos(z+x);

 := f  +  + x
3

y
2

( )cos  + z x

> gr:=grad(f,[x,y,z]); laplacian(f,[x,y,z]);

 := gr [ ], , − 3 x
2

( )sin  + z x 2 y − ( )sin  + z x

 −  + 6 x 2 ( )cos  + z x 2

> diverge(gr,[x,y,z]); jacobian(gr,[x,y,z]);
curl(gr,[x,y,z]);

 −  + 6 x 2 ( )cos  + z x 2













 − 6 x ( )cos  + z x 0 − ( )cos  + z x

0 2 0

− ( )cos  + z x 0 − ( )cos  + z x

[ ], ,0 0 0

Äëÿ ðåøåíèÿ ìàòðè÷íîãî óðàâíåíèÿ AX=B èñïîëüçóåòñÿ êîìàíäà
linsolve(A,B), ãäå À - ìàòðèöà, X, B - ìàòðèöû èëè âåêòîðû.
> A:=matrix([[-1,2],[-3,4]]):
  B:=matrix([[5,-6],[7,-8]]):
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êîìàíäà îïèñàíèå
addcol(A,i,j,m) Óìíîæåíèå  j-ãî ñòîëáöà ìàòðèöû À íà ñêà-

ëÿðíûé ìíîæèòåëü m è ïðèáàâëåíèå ê i-ìó
ñòîëáöó ìàòðèöû À

addrow(A,i,j,m) Óìíîæåíèå  j-îé ñòðîêè ìàòðèöû À íà ñêàëÿð-
íûé ìíîæèòåëü m è ïðèáàâëåíèå ê i-îé ñòðîêå
ìàòðèöû À

adjoint(A) Îïðåäåëåíèå ñîïðÿæåííîé ìàòðèöû À
blockmatrix Îïðåäåëåíèå áëî÷íîé ìàòðèöû
charpoly(A,lambda) Îïðåäåëåíèå õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî ìíîãî÷ëåíà

ìàòðèöû A îòíîñèòåëüíî lambda
col(A,i) Âûäåëåíèå i-ãî ñòîëáöà ìàòðèöû À
coldim(A); Îïðåäåëåíèå ÷èñëà ñòîëáöîâ ìàòðèöû A
concat(A1,..,A2) Ñêëåèâàíèå íåñêîëüêèõ ìàòðèö (ñ À1 ïî À2)

ãîðèçîíòàëüíî
cond(À) Îïðåäåëåíèå ÷èñëà îáóñëîâëåííîñòè ìàòðèöû

À
curl(v,x) Îïðåäåëåíèå ðîòîðà òðåõìåðíîãî âåêòîðà v ïî

òðåì ïåðåìåííûì âåêòîðà x
delcols(A,i1..i2) Óäàëåíèå ñòðîê ñ íîìåðàìè i1 ïî  i2
delrows(A,i1..i2) Óäàëåíèå ñòîëáöîâ ñ íîìåðàìè i1 ïî i2
det(A) Í àõîæäåíèå îïðåäåëèòåëÿ À
diag(vec) Îïðåäåëåíèå äèàãîíàëüíîé ìàòðèöû, ãäå vec -

âåêòîð, ðàñïîëîæåííûé íà ãëàâíîé äèàãîíàëè
diverge(F,x) Îïðåäåëåíèå äèâåðãåíöèè ôóíêöèè F, çàâèñÿ-

ùåé îò íàáîðà ïåðåìåííûõ âåêòîðà x
eigenvals(A) Îïðåäåëåíèå ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé ìàòðèöû

À
eigenvects(A) Îïðåäåëåíèå ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ ìàòðèöû

À
ffgausselim(A) Ï ðèìåíåíèå àëãîðèòìà ãàóññîâà èñêëþ÷åíèÿ

áåç äåëåíèÿ ìàòðèöû À
gausselim(A) Ï ðèâåäåíèå ìàòðèöû À ê òðåóãîëüíîìó âèäó
gaussjord(À) Ï ðèâåäåíèå ìàòðèöû À ê òðåóãîëüíîìó âèäó

ïðè ïîìîùè àëãîðèòìà Ãàóññà-Æ îðäàíà

> linsolve(A, B);

 := X






3 -4

4 -5

Ïðèâåäåì îñíîâíûå èç äîñòóïíûõ îïåðàöèé c êðàòêèì îïèñàíèåì:
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êîìàíäà îïèñàíèå
grad(f,x) Îïðåäåëåíèå ãðàäèåíòà ôóíêöèè f, çàâè-

ñÿùåé îò íàáîðà ïåðåìåííûõ âåêòîðà x
hermite(A,x) Ï ðèâåäåíèå ìàòðèöû À ê  ýðìèòîâîé

ôîðìå, ýëåìåíòû êîòîðîé çàâèñÿò îò ïå-
ðåìåííîé x

hilbert(A) Îïðåäåëåíèå ãèëüáåðòîâîé ìàòðèöû À
inverse(A) Í àõîæäåíèå îáðàòíîé ìàòðèöû À
jacobian(A,x) Îïðåäåëåíèå ìàòðèöû ß êîáè äëÿ âåêòîðà

v ïî ïåðåìåííûì âåêòîðà x
jordan(A) Ï ðèâåäåíèå ìàòðèöû À ê æîðäàíîâîé

ôîðìå
kernel(A) Îïðåäåëåíèå ÿäðà ìàòðèöû À
laplacian(f,x) Îïðåäåëåíèå ëàïëàñèàíà ôóíêöèè f ïî

ïåðåìåííûì âåêòîðà x
linsolve(A,B) Ðåøåíèå ìàòðè÷íîãî óðàâíåíèÿ AX= B,

ãäå À - ìàòðèöà,  X,B - ìàòðèöà èëè âåê-
òîð.

matrix(A) Îïðåäåëåíèå ìàòðèöû À
minor(A, i, j) Ðàñïå÷àòêà  ìèíîðà ìàòðèöû A, îòâå-

÷àþùåãî  ýëåìåíòó, ñòîÿùåìó â i-îé ñòðî-
êå, j-îì ñòîëáöå

multiply(A1,..,A2) Ï åðåìíîæåíèå ìàòðèö ñ A1 ïî A2
r andmatrix(n, m, opt) Îïðåäåëåíèå ìàòðèöû èç ñëó÷àéíûõ ÷è-

ñåë, ãäå n,m - ðàçìåðíîñòü ìàòðèöû, à opt -
ïàðàìåòð, îïðåäåëÿþùèé òèï ìàòðèöû
(symmetric, antisymmetric, unimodular è äð.)

rank(A) Îïðåäåëåíèå ðàíãà ìàòðèöû A
row(A,i) Âûäåëåíèå i-îé ñòðî÷êè ìàòðèöû À
rowdim(À) Îïðåäåëåíèå ÷èñëà ñòðîê ìàòðèöû À
stack(A1,..,A2) Ñêëåèâàíèå íåñêîëüêèõ ìàòðèö (ñ À1 ïî

À2) âåðòèêàëüíî
submatrix(A,i1..i2,j1..j2) Âûäåëåíèå ÷àñòè ìàòðèöû (ñ  i1 ïî i2 ýëå-

ìåíòà ñòðîêè, ñ j1 ïî  j2 ýëåìåíòà ñòîëáöà)
subvector(a,i1.. i2) Âûäåëåíèå ÷àñòè âåêòîðà (ñ i1 ïî i2  ýëå-

ìåíòà)
trace(A) Îïðåäåëåíèå ñëåäà ìàòðèöû À
transpose(A) Òðàíñïîíèðîâàíèå ìàòðèöû  A
vector(B) Îïðåäåëåíèå âåêòîðà B


